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Diese Arbeit befasst sich mit dem Aufzdhlungsproblem auf Strukturen von beschrinktem Grad.
Es lisst sich zeigen, dass dieses Problem in der Komplexititsklasse CONSTANT-DELAY;, liegt.
Dazu werden zwei unterschiedliche Beweise vorgestellt und kommentiert.
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1 Einfiihrung

Aussagen treffen, Gegebenheiten spezifizieren, Beziehungen zwischen Dingen beschreiben: Dies ist
nur eine kleine Auswahl von Aufgaben, mit denen sich nicht nur ein theoretischer Informatiker
andauernd konfrontiert sieht. Konkret spiegeln sich diese wider in Fragestellungen wie Umfasst
meine Datenbank die fiir meine Zwecke notigen Objekte? oder Welche Objekte aus meiner Daten-
bank erfillen meine Anforderungen?. Diese und andere Fragen lassen sich mithilfe der Logik erster
Stufe (bzw. First Order- oder FO-Logik) formalisieren. Dabei sind FO-Formeln die Fragestellun-
gen, die auf geeigneten Objekten, sog. Strukturen, ausgewertet werden. Das klassische Beispiel ist
die bereits erwahnte Datenbank, an die Datenbankanfragen oder ,,Queries“ gestellt werden kénnen.

Das Problem, die moglichen Lésungen fiir eine gegebene Anfrage und eine gegebene Datenbank zu
ermitteln, das sogenannte Aufzéhlungsproblem, ist fiir viele Anwendungen des téglichen Gebrauchs
von enormem Interesse. In diesem Zusammenhang geht es vor allem um die Zeit, die aufgewendet
werden muss, um das Problem zu losen. Im Allgemeinen ist diese Laufzeit alles andere als vielver-
sprechend: Sie lautet n®*) und ist somit exponentiell in der Gréfie der k Anfrage, was fiir um-
fangreiche Datenmengen n ein Hindernis der Bedienbarkeit darstellt. Wendet man sich allerdings
vom allgemeinen Fall zu spezielleren Strukturen, um das Aufzihlungsproblem zu betrachten, ist es
zumindest moglich, positive Prognosen fiir die praktische Anwendbarkeit zu machen. Die Auswer-
tung einer Anfrage kann némlich als dynamischer Prozess verstanden werden: So ist es auf einer
Struktur von beschréinktem Grad nach wie vor teuer, alle Losungstupel zu ermitteln, andererseits
ldsst sich die Zeit, die nach Ausgabe einer Lisung verstreicht, bevor die néchste ausgegeben wird,
durch eine Grofle beschreiben, die nicht von der Grofle der Datenbank abhéngt. Diese Grofle kann
von der Lange der Anfrage abhingen, die allerdings als Parameter gilt, weswegen dieser Zeitbedarf
als konstant angesehen wird. Weiterhin ist der Algorithmus fiir die Ermittlung aller Losungen von
einer besonderen Form: Er setzt sich aus einer Vorbereitungsphase mit einem Zeitbedarf linear in
der GroBe der Datenbank und einer Ausgabephase, in der Losungen mit der erwidhnten konstan-
ten Verzogerung ausgegeben werden, zusammen. Folglich spricht man bei Problemen, die durch
einen solchen Algorithmus gelést werden, von Angehorigen der Klasse CONSTANT-DELAY ;. In
dieser Arbeit wird die Aussage, dass sich alle Losungen eines Aufzéhlungsproblems auf Struk-
turen von beschrianktem Grad mithilfe eines CONSTANT-DELAY;,-Algorithmus ermitteln lassen,
formalisiert. Es werden zwei verschiedene Beweisstrategien vorgestellt, die auf unterschiedlichen
theoretischen Begriffen basieren. Die Beweise werden kommentiert und mit Beispielen versehen
dargestellt.

Die Arbeit ist folgendermaflen aufgebaut: In Kapitel 2 werden einige unmittelbar wichtige Konzep-
te der Logik erster Stufe rekapituliert. Das Aufzédhlungsproblem und die Klasse CONSTANT-DELAY ;,
werden als zentrale Objekte der Arbeit vorgestellt. Kapitel 3 behandelt den Beweis von DURAND
und GRANDJEAN, der auf der Moglichkeit der Quantorenelimination bei einer bijektiven Formel
und der Umwandlung einer Struktur von beschrinktem Grad in eine bijektive Struktur basiert.
In Kapitel 4 wird der Beweis von KAZANA und SEGOUFIN vorgestellt, in dessen Zusammenhang
der Begriff der Gaifman-Lokalitét eine Rolle spielt. Im Rahmen des Beweises wird die funktionelle
Form der Konstanten in Abhéngigkeit der Lange der Anfrage explizit angegeben. Zum Schluss wird
in Kapitel 5 das Reslimee gezogen und ein Ausblick auf eine weitere Beweismdglichkeit gegeben.



2 Definitionen

In diesem Kapitel werden zunichst einige allgemeine Begriffe eingefiihrt, die im Laufe der Arbeit
immer wieder auftreten werden. Es stellt keine vollsténdige Einfithrung in die Logik erster Stufe
dar, sondern rekapituliert einige unmittelbar wichtige Konzepte. Eine umfangreiche Einfiihrung
ist zum Beispiel in [1] zu finden. Auch die in dieser Arbeit verwendete Notation folgt [1].

2.1 Ausgewihlte Grundbegriffe der Logik erster Stufe

Definition 2.1 (Signatur)
Eine Signatur (auch Symbolmenge genannt) ist eine nichtleere Menge o, die Konstantensymbole
¢1,...,¢r, Funktionssymbole fi,..., fs und Relationssymbole Ry, ..., R; (r,s,t € N) enthilt:

U:{017'"ac’r‘7f17"'afS7R17"'aRt} (21)

Definition 2.2 (Stelligkeit)
Sei ¢ eine Signatur. Jedes Funktionssymbol f aus ¢ und jedes Relationssymbol R aus o besitzt
eine Stelligkeit (engl. arity):

ar(f) € Nxg bzw. ar(R) € Nyg (2.2)

Definition 2.3 (relationale Signatur)
Eine relationale Signatur ist eine Signatur, die ausschliellich Relationssymbole enthalt.

Definition 2.4 (unire Signatur)
Eine unére Signatur ist eine Signatur, die ausschlielich Konstantensymbole und einstellige
Relations- und Funktionssymbole enthélt.

Definition 2.5 (o-Struktur)
Eine o-Struktur ist ein Tupel 2 = (A4, «), das aus dem nichtleeren Universum A von 2 und einer
auf o definierten Abbildung « besteht, die die folgenden Zuordnungen vermittelt:

e Jedem Konstantensymbol ¢ € o wird ein Element a(c) € A zugeordnet.
e Jedem Funktionssymbol f € ¢ wird eine Funktion a(f) : A%"(/) — A zugeordnet.
e Jedem Relationssymbol R € o wird eine Relation a(R) C A% () zugeordnet.
Alternativ schreibt man auch:
A= (A, ... AR A RY ... RY) (2.3)

Definition 2.6 (Anfrage)
Sei o eine Signatur und sei k& > 1. Eine k-stellige Anfrage ist eine Abbildung, die jeder o-Struktur
2l eine k-stellige Relation ¢() C A* zuordnet.

Bemerkung 2.7
Die im Titel der Arbeit genannten Anfragen werden im Folgenden durch Formeln der Logik erster
Stufe realisiert.

Definition 2.8
Sei ¢ FO-Formel. Die Gréfle |¢| ist die Anzahl der in ihr auftretenden Variablen-, Konstanten-
und Funktionssymbole und der syntaktischen Symbole 3,V, A, V,—, =, (,), und , (Komma).



Beispiel 2.9
Fiir ¢ = JxJyR(x,y) A ~(x = y) ist |¢| = 17.

Definition 2.10

Sei ¢ eine FO-Formel. Die Schreibweise ¢(x1, . . ., xy) driickt aus, dass ¢ k freie Variablen hat. Wenn
die Anzahl der freien Variablen aus dem Kontext hervorgeht, schreibt man statt ¢(x1, ..., xy) auch
kurz ¢(Z).

Definition 2.11
Sei ¢(T) eine FO-Formel. Die Anzahl der freien Variablen von ¢ kann durch |Z| beziffert werden.

Definition 2.12
Sei 2 eine relationale o-Struktur. Die Grofle ||2(|| von 2 ist:
I = lo| +14] + > [R*| - ar(RY) (2.4)
Reo

wobei |R*| die Anzahl der Tupel in der Relation R¥ bezeichnet.

Definition 2.13 (Quantorenrang)

Sei ¢ eine FO-Formel. Der Quantorenrang ¢r(¢) von ¢ ist die maximale Anzahl von ineinander
geschachtelten Quantoren, die in ¢ vorkommen. Per Induktion iiber den Formelaufbau ist gr(¢)
wie folgt definiert:

e gr(¢) =0, falls ¢ eine atomare Formel ist.

o qr(¢) = qr(v), falls ¢ = —p.

@) = max{qr(y1),qr(v2)}, falls ¢ von der Form (11 % 12) (mit * € {A,V, —, «—}).
)

(
° gr(
o gr(¢) = qr(v) + 1, falls ¢ von der Form 1) oder Vay ist.

2.2 Das Aufzahlungsproblem

Das zentrale Objekt dieser Arbeit ist das Aufzihlungsproblem der Logik erster Stufe. Ganz allge-
mein ist es wie folgt definiert:

Definition 2.14 (Das Aufzihlungsproblem)
Das Aufzdhlungsproblem QUERY der Logik erster Stufe auf einer Klasse von Strukturen K ist
wie folgt definiert:

Das Aufzéhlungsproblem QUERY (2L, ¢(T)) fiir FO auf K:

Sei o eine Signatur.

Eingabe: Eine o-Struktur 2l € K und eine FO[o]-Formel ¢(x1, ..., zx).
Ziel: Berechne ¢(2) beziiglich des Variablentupels (z1,...,zk).

Dabei ist ¢(A) = {(a1,...,ax) € A : A = @lay, ..., ax]}.

Im Folgenden wird die Komplexitédtsklasse CONSTANT-DELAYy;, formell vorgestellt. Die Tat-
sache, dass ein Algorithmus zwei aufeinander folgende Losungen eines Aufzéhlungsproblems mit
konstanter Verzogerung ausgibt, ist eine wichtige Eigenschaft fiir seine praktische Beherrschbar-
keit.

Definition 2.15 (Die Klasse CONSTANT-DELAYy;;,)

Ein Aufzéhlungsproblem @ = QUERY (2, ¢(Z)) fiir ¢(Z) auf A ist 1sbar mit konstanter Ausgabe-
verzogerung (constant delay) und linearer Vorverarbeitungszeit, wenn es einen Algorithmus A
gibt, der die folgenden Bedingungen erfiillt:



a) A bendtigt Platz, der linear in der Grofie der Struktur 2 ist: O(||2])).

b) A kann in die folgenden Phasen zerlegt werden:
1) die Vorverarbeitungsphase, die Zeit f(|¢|)||2|] benotigt (f ist eine geeignete Funktion),

2) die Ausgabephase, in der alle Losungstupel von @ in durch eine Konstante (bzw. durch eine
GroBe, die nicht von ||| abhingt) beschrinkten Zeitabstdnden ausgegeben werden.

Man sagt in diesem Fall, @ gehort zur Klasse CONSTANT-DELAY ;.

Anmerkung: Eine interessante Randbeobachtung ist, dass es bis heute unklar ist, ob die Um-
kehrung der Aussage auch gilt, d.h., ob zu Problemen, die sich mit der o.g. Laufzeit l6sen lassen
auch stets ein CONSTANT-DELAY ;,-Algorithmus existiert.

Notation 2.16
Méochte man die Funktion f, die die Abhéngigkeit von der Liange der Formel ¢ beschreibt, nicht
prézisieren, so schreibt man fiir die Laufzeit einfach Og(||2(]]).

Notation 2.17

Die Zeitkomplexitéit eines Algorithmus, der der Klasse CONSTANT-DELAY};, entspricht, wird
héufig durch f(k) - (n + m) beschrieben. Dabei ist f eine geeignete Funktion, n die Grofie der
betrachteten Struktur und m die Anzahl der Losungen des Auswertungsproblems.



3 Beweis nach DURAND und GRANDJEAN

Der &lteste der in dieser Arbeit vorgestellten Beweise stammt von Arnaud Durand und Etienne
Grandjean. Die Vorstellung folgt einer Verdffentlichung [2] aus dem Jahr 2007.

Die Beweisstrategie ist die folgende: Zunéchst wird gezeigt, dass das Aufzdhlungsproblem auf
bijektiven Strukturen in CONSTANT-DELAYy;, liegt. Dabei bedient man sich der Methode der
Quantorenelimination. Anschlieend wird ein Algorithmus vorgestellt, der aus einer Struktur von
beschrinktem Grad eine bijektive Struktur erstellt. Die Laufzeit des Algorithmus ist linear in der
Grofle der Struktur von beschrinktem Grad. Damit ldsst sich schliefflich die gewiinschte Aussage
zeigen, dass das Aufzéhlungsproblem auf Strukturen von beschrianktem Grad in CONSTANT-DELAY 4,
liegt.

3.1 Das Aufzahlungsproblem auf bijektiven Strukturen

Fiir spéitere Betrachtungen sollen nun zwei Spezialfiille des Aufzdhlungsproblems beschrieben wer-
den. Dazu werden zunéchst folgende Begriffe definiert:

Definition 3.1

Eine o-Struktur A = (A, ¢}, ..., 2, ..., f2 RY, ... R}) heifit bijektiv, falls f2 (miti =
1,...,s) einstellige bijektive Funktionen und R; (mit j = 1,...,t) einstellige (monadische) Rela-
tionen sind.

Definition 3.2
Ein bijektiver Term 7(z) ist von der Form fi* o f5? o--- o f/'(x) (abkiirzende Schreibweise:
1 fs? .. f{'(z)). Dabeiist | > 0, ¢; = £1, x eine Variable und fiir jedes f;* gilt:

fo = fi (das Funktionssymbol) falls ; = 1 3.1)
L f;! (das inverse Funktionssymbol) ~ falls ¢; = —1 '

Der Term 7~ !(x) bezeichnet dementsprechend das Inverse des Terms 7(x).
Eine bijektive atomare Formel hat eine der folgenden Formen, wobei 7(x), 71 (), 72(z) bijektive
Terme sind:

e 7 () = 72(y) (bijektive Gleichheit)
e 7(x) = ¢, wobei ¢ ein Konstantensymbol ist
e U(7(x)), wobei U ein einstelliges Relationssymbol ist

e 35W(z) (sog. Michtigkeitsaussage), wobei W(z) eine boolesche Kombination bijektiver ato-

marer Formeln iiber der Variablen x ist und das Symbol 3% aussagt: ,,Es existieren mindes-
tens k Werte fiir x, sodass“.

Ein bijektives Literal ist eine bijektive atomare Formel oder deren Negation.

Definition 3.3
Eine bijektive FO[o]-Formel ist eine FO-Formel, die iiber bijektiven atomaren Formeln einer
unéren Signatur o gebildet ist.



Definition 3.4

Sei o eine relationale Signatur und 2 eine o-Struktur. Der Durand-Grandjean-Grad (kurz:
DG-Grad) degreey (v) eines Elements v € A ist die Gesamtanzahl von Tupeln aus den Relationen
R € 2L, in denen v vorkommt. Der DG-Grad von 2 ist degree(2A) = mealic{degreeg[(v)}

Beispiel 3.5
Sei 0 = {R1, Ry} eine relationale Signatur, A = ({a, b, c}, R¥, R3') eine o-Struktur mit

e R¥ ={(a,b,c),(a,b,b),(a,c,c)}
e R = {(a,b, C)}

Element v | degreey (v)

Z g = Folglich ist degree(A) = 4.
c 3

Definition 3.6
Sei d € N. Eine o-Struktur 2 heift o-Struktur vom DG-Grad < d, falls degree(2) < d. Man
spricht in diesem Fall auch von einer Struktur von beschranktem DG-Grad.

Anmerkung: Der DG-Grad unterscheidet sich in seiner Definition von dem weiter verbreite-
ten Begriff Grad, der iiber den Gaifman-Graphen definiert ist (siehe Kapitel 4.1, der Grad des
Gaifman-Graphen wird im folgenden (Gaifman-)Grad genannt). Beide Definitionen lassen sich
aber eindeutig miteinander in Verbindung bringen. Die Begriffe ,,Strukturen von beschranktem
DG-Grad“ und ,,Strukturen von beschrinktem (Gaifman-)Grad“ beziehen sich auf dieselbe Klas-
se von Strukturen. Die Begriffe konnen als dquivalent verstanden werden. Den Zusammenhang
zwischen beiden Begriffen zeigt eine einfache Abschéitzung, die in folgendem Lemma formalisiert
wird:

Lemma 3.7
Sei ¢ = {Ry,...R,} eine endliche relationale Signatur. Sei m = max(ar(R)). Fiir jede endliche

o-Struktur 2 vom (Gaifman-)Grad g und vom DG-Grad d gilt: e
a) d<g-(g+1)"

b) g<d-(m—1)

Dh. 45 <d<q-(g+1)".

Beweis.

a) Sei a € A beliebig. Im Gaifman-Graphen von 2 hat a hochstens g verschiedene Nachbarn
ai,...,ay. Jedes Tupel der Relation R (fiir i € {1,...,q}), in dem a vorkommt, ist aus den
Elementen {a,ay,...,a,} gebildet. Dafiir kommen hochstens (g + 1)?" (%) < (g + 1)™ Tupel
infrage. Insgesamt gibt es also hochstens S°7_, (g + 1)%7(H ) < ¢ (g + 1)™ Tupel in Relationen
von 2, in denen a vorkommt. Somit ist der DG-Grad d < ¢ - (g +1)™.

b) Sei a € A beliebig. In den Relationen von 2 gibt es maximal d Tupel t1,...,t4, in denen a
vorkommt. Jedes dieser Tupel hat Stelligkeit < m, d.h. es enthélt maximal m — 1 verschiedene
Elemente # a. Folglich ist der (Gaifman-)Grad g < d- (m — 1).

O

Nun koénnen die bereits angekiindigten Spezialfille des Aufzihlungsproblems beschrieben wer-
den:



Das Aufzéhlungsproblem QUERYpq, (%, ¢(Z)) fiir FO auf bijektiven Strukturen:

Eingabe: Eine unire Signatur o, eine bijektive o-Struktur 2 und eine bijektive FO[o]-Formel

q/)(atl, e ,.’Ek).
Ziel: Berechne ¢(21) beziiglich des Variablentupels (z1, ..., zk).

und

Das Aufzihlungsproblem QUERYpq,_ (%, ¢(Z)) fiir FO auf Strukturen von beschrinktem Grad:

Eingabe: Eine Zahl d € N, eine relationale Signatur o, eine o-Struktur 2l vom DG-Grad < d und eine
FO[o]-Formel ¢(x1,...,x).

Ziel: Berechne ¢(2) beziiglich des Variablentupels (z1, ..., zk).

3.2 Niitzliche Eigenschaften der Klasse CONSTANT-DELAYy;,

Lemma 3.8
Ein Aufzéhlungsproblem @, das in der Zeit linear in Eingabe von @ losbar ist, liegt in
CONSTANT-DELAY;,,.

Beweis. Alle Losungstupel von Q werden ausgegeben und sortiert, dabei werden moglicherweise
mehrfach auftretende Losungen entfernt. Diese Schritte werden als Vorverarbeitungsphase ange-
sehen und bendtigen die Zeit linear in der Eingabe von (). Anschliefend wird ein Losungstupel
nach dem anderen ausgegeben. Dies geschieht offensichtlich mit konstanter Verzégerung. O

Lemma 3.9
Seien @ und P zwei disjunkte Aufzdhlungsprobleme, das heifit, die Mengen der Lésungstupel von
Q@ und P sind disjunkt. Sei die Vereinigung von ) und P definiert durch:

(QU P) = {a: @ ist Losungstupel von @ odera ist Losungstupel von P} (3.2)

Dann gilt auch (Q U P) € CONSTANT-DELAY ;.

Beweis. Seien A und B die Algorithmen, die die Losungstupel fiir Q und P ermitteln. Dann 16st
der folgende Algorithmus das Problem (Q U P):

1. Vorverarbeitungsphase von 4 und B parallel, laut Voraussetzung in Linearzeit.

2. Ausgabe der Losungstupel von @ und P, beschriinkt durch die maximale Verzogerung von
A und B.

Damit erfiillt (Q U P) die Voraussetzungen aus Definition 2.15. O

Ein, wie sich zeigen wird, wichtiges Hilfsmittel fiir die folgenden Uberlegungen ist die Moglichkeit,
beliebige bijektive FO-Formeln in quantorenfreie Formeln umzuschreiben.

Satz 3.10 (Quantorenelimination fiir bijektive Formeln)
Jede bijektive FO-Formel ¢ (1, . . ., x)) ist dquivalent zu einer booleschen Kombination ¢/ (1, . .., zk)
aus atomaren bijektiven FO-Formeln.

Beweis. Beachte zuniichst, dass Vz¢ = — (Jx—¢). Aus diesem Grund miissen nur Existenzquan-
toren eliminiert werden. O.B.d.A liege eine FO-Formel in disjunktiver Normalform vor. Da der
Existenzquantor mit der Disjunktion vertauscht, kann im Folgenden eine Formel der Form

O(T) =Ty (g A+ ANay) (3.3)

10



betrachtet werden. Dabei ist jedes «; ein bijektives Literal, das die Variablen  und y enthalten
darf. Dabei brauchen Literale, die nur T enthalten, nicht betrachtet werden, da nur die Variable y
durch den Existenzquantor gebunden ist. Es kann folglich angenommen werden, dass ¢(Z) in der
folgenden Form vorliegt:

o(@) =y (b(Y) Ny =e; (i) A ANy = Tr(T,)) (3.4)

die abkiirzende Schreibweise =, hat dabei die folgende Bedeutung:

y=1j(x;;) fallse; =1
Yy =, i) = RN T (3.5)
-y =T1j(x;;) falls e; = —1

Um nun einen Algorithmus anzugeben, der aus ¢(T) eine quantorenfreie Formel ¢'(Z) entstehen
lasst, miissen zwei unterschiedliche Félle betrachtet werden.

Fall 1:
Es gibt mindestens einen Index j mit €; = 1. Dieser Fall ist der einfachere. In diesem Fall kann
fiir die Gleichheitsrelation y = 7;(x;;) jedes in ¢() auftretende y durch 7;(x;;) ersetzt werden.
Die dadurch entstehende Formel ¢'(Z) enthélt kein y mehr und kann aus diesem Grund ohne
Existenzquantor geschrieben werden.

Fall 2:
Sei ¢ eine Signatur und A eine o-Struktur. Fiir jedes j ist ¢; = —1. Dies ist der kompliziertere
Fall. Die Formel ¢(Z) lasst sich (unter der Annahme, dass 0.B.d.A. i; = j fiir j = 1,...,k) dann
folgendermaflen schreiben:

o@) =3y [vw) A N~y =Ti(z)) (3.6)

J<k

Sei nun h < k die Anzahl der unterschiedlichen Terme 7;(z;,), fiir die ¥(7;(;,)) zu wahr ausge-
wertet werden kann. Die Formel ¢(Z) ist genau dann wahr, wenn es mindestens (h + 1) Elemente
in A gibt, sodass 32+11/)(y). Dann existiert ndmlich mindestens ein y € A, sodass sowohl ¢ (y) als
auch —y = 7;(x;;) wahr ist und somit die gesamte Formel ¢(Z) zu wahr auswertet. Die Formel
wird nun umgeschrieben zu:

o@) =\ V

h=0 PC{l,...k}, QCPmit|Q|=h

,,Betrachte ein mogliches h.“

,,Es gibt exakt h unterschiedliche 7;(x;).“

N o) AN @) =m@)n N\ e(na) AT )| (37)

JEQ iEP jEQ je{l,....k}\P
,»h Terme festlegen“ ,,iibrige Terme fixieren“
¢(T) ist nun eine boolesche Kombination bijektiver atomarer Formeln (vgl Definition 3.2). O

Der zentrale Satz zum Beweis von Durand und Grandjean ist der folgende:

Satz 3.11
Das Aufzéhlungsproblem auf bijektiven Strukturen liegt in CONSTANT-DELAY ;,, kurz:
QUERYFOMJ_ € CONSTANT-DELAY ;.

Fiir den Beweis ist das folgende Lemma hilfreich:

11



Lemma 3.12
Sei 2 eine bijektive Struktur und die Formel ¥ eine Konjunktion bijektiver Literale. Das Aufzéhlungsproblem
fir U auf 2 liegt in CONSTANT-DELAY ;.

Beweis. Das Lemma lisst sich per Induktion iiber die Anzahl k der freien Variablen von U (%)
beweisen:

k=1
Das Aufzihlungsproblem fiir ¥(z) auf 2 ldsst sich in Zeit Og (|| A||) 16sen, indem man fiir alle Ele-
mente a € A testet, ob A = Ula] gilt. Daraus folgt nach Lemma 3.8, dass das Aufzéhlungsproblem
in CONSTANT-DELAY;, liegt.

Induktionsannahme:
Die Giiltigkeit von Lemma 3.12 sei fiir eine FO-Formel mit k freien Variablen gezeigt.

k—=k+1:
Nun wird das Aufzihlungsproblem fiir U(Z, y) mit T = (z1, ..., zx) auf A betrachtet. Das Vorgehen
dghnelt dem im Beweis von Satz 3.10. Es werden zwei Félle unterschieden:

1. ¥ enthilt mindestens ein Literal der Form 71(y) = 7a(x;,) mit 1 < iy < k. Dies kann
umgeschrieben werden zu:

Ti(y) = ma(wi) & 11 Ti(Yy) = 1 To(24) y = 7(@i) (3.8)
2. W ist frei von derartigen Literalen.
Fall 1:
¥ kann umgeschrieben werden zu:
\Il(fa y) = \110(57 y) ANy = T(xio) (39>

Das bedeutet, um ¥ zu wahr auszuwerten, muss y mit 7(z;,) belegt werden. Das Auswertungs-

T(wio)

problem lautet nun also: QUERYpo, (2, Wo(Z,y) " v ).

'r(a: i
Per Induktionsannahme kann das Problem QUERYpo,, (%, ¥o(Z,y) ™ v ) durch einen Algorith-
mus mit konstanter Verzogerung gelost werden. Durch Modifikation dieses Algorithmus dahin, dass
statt einem Lésungstupel @ das Losungstupel (@, 7(a;,)) ausgegeben wird, gibt es also auch fiir

Fall 1 einen Algorithmus mit konstanter Verzoégerung.

Fall 2:
Dieser Fall ist der kompliziertere. ¥ kann geschrieben werden als:
U(Ey) = @) AVa(y) A\ -y =7ilxs,) (3.10)
1<i<lr

mit 1 < j; <k, wobeil <i<r

Per Induktionsannahme gibt es einen Algorithmus A;, der das Aufzdhlungsproblem fiir die
Teilformel ¥y (T) auf A mit konstanter Verzogerung 16st. Sei nun fiir ein Element b € A mit @
das Aufzidhlungsproblem fiir ¥U(z, y)% auf 2 benannt. Laut Induktionsannahme kann auch @ mit
konstanter Verzogerung gelost werden. Sei Qp, die Menge aller Losungstupel von Q. Sei weiterhin
mit Q2 das Aufzéhlungsproblem fiir U5 (y) auf 2 benannt, welches in Zeit Oy, (||2|]) gelost werden
kann (vgl. Fall k = 1). Sei Q5 die Menge aller Losungstupel von Q.

Falls Q2 hochstens r Losungen hat, gibt es einen Algorithmus Ag, der die Losungsmenge Q von
U als die disjunkte Vereinigung [ J Qp X {q} ermittelt. Nach Lemma 3.9 geschieht dies mit
konstanter Verzogerung.

qEQ2
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Der folgende Algorithmus formalisiert das bisher Gesagte:

Algorithmus algo1(¥(Z,y), A)

1. Berechne die Losungsmengen Qs und die Kardinalitit |Qs|.

3. then fithre Algorithmus Ag aus.
4. else fiihre die Vorverarbeitungsphase von 4; aus.
d. Fiir jede Losung @, die Ay berechnet:
6. Fiir jede Losung b € Qa:
b, aj, j=1,..., k
7. if 2 (Vicio,y=7ile;,)) "7 then
8. Gib das Losungstupel (a, b) aus.

Algorithmus algol(¥(7,y), /) lduft offensichtlich bis einschlieBlich Schritt 4 in Linearzeit.
Es bleibt zu zeigen, dass fiir den Fall, dass |Qs2| > r, die Zeit zwischen den Ausgaben zweier

Losungstupel durch eine Konstante beschrankt ist.
baj,i=1,..k

Da die Anzahl der Losungen b von @9, die % |= (VlSiSr Y= Ti(xji)) o erfiillen, offen-
sichtlich durch 7 beschrénkt ist, findet algo1 fiir jede Losung a, die .A; berechnet, mindestens eine
Gesamtlosung (a, b). Genauer gesagt gibt es fiir jede Losung @ sogar |Qs| —r Gesamtlosungen. Folg-
lich ist die maximale Verzogerung zwischen zwei aufeinanderfolgenden Ausgaben von Lésungen
2r zuziiglich der Verzogerung von A;. Die folgende Ablaufskizze veranschaulicht den Sachverhalt
graphisch:

maximale Verzdgerung von algol

Verzogerung von Aj
Anzahl der Elemente aus Q5 :

|Qo| — 7 r r |Qa| — 7
ﬁ # —
A gibt A; gibt
Losung Losung
a@; aus Qi1 aus

Nun lésst sich Satz 3.11 leicht beweisen.

Beweis von Satz 3.11. Betrachte das Aufzéhlungsproblem fiir ¢(Z) auf der bijektiven Struktur 2.
Satz 3.10 hat gezeigt, dass sich ¢(Z) umschreiben lisst in die disjunktive Form:

O(T) = T1(T) V-V Ty (T) (3.11)

wobei jede Teilformel ¥; eine Konjunktion bijektiver Literale ist. Dank der Konstruktion der quan-
torenfreien Formel ¢ (vgl. die Form von (3.7)), sind die Mengen der Tupel, die die einzelnen ¥;
erfiillen, paarweise disjunkt. Da, wie aus Lemma 3.12 hervorgeht, jedes einzelne Aufzéhlungsproblem
fiir ¥; auf A zu CONSTANT-DELAY;;, gehort, gehort nach Lemma 3.9 ¢(T) ebenfalls zu
CONSTANT-DELAY/;y, . O

13



3.2.1 Konstruktion einer bijektiven Struktur aus einer Struktur von

beschranktem DG-Grad

Im Folgenden wird gezeigt, dass und wie jede Struktur von beschrinktem DG-Grad als eine bijek-
tive Struktur interpretiert werden kann. Dazu werden die folgenden beiden Strukturen betrachtet:

~

A

Sei d € N. Sei p eine relationale Signatur. Sei 2 = (A, R}, .. .,Rzl) eine p-Struktur vom
DG-Grad < d mit der Stelligkeit m = maz {ar(R;)} .
<i<q

Mit 2 wird die folgende bijektive o-Struktur assoziiert: A = (A4, DY, Tf‘/, e ,Tqm/ o 12‘/, e

Die in der Signatur o enthaltenen Symbole sind dabei die paarweise disjunkten einstelligen
Relationen D, Th,...,T, und die bijektiven Funktionen g, f1,..., fm.

entsteht folgendermaflen aus :

Die Relation DY ist eine Kopie des Universums A.

Jedes Element in der Relation Tfl/ reprisentiere jeweils ein Tupel aus der Relation R}.
Dieser Schritt ist in Zeit jeweils proportional zur Anzahl der Tupel der R; durchfihrbar, d.h.
in jedem Fall geniigt O(||2U]), da es sich bei 2 um eine durch d beschrinkte Struktur handelt.

Das Universum A’ von 2’ sei die disjunkte Vereinigung
A= AU (DQ[/ x {1,... ,d}) UTle U---u Tqu’. Dieser Schritt bendtigt ebenfalls die Zeit
| ——

=T

=U
O(||A]]), da d eine Konstante ist.

Die Funktion gm/ realisiert einen Kreis aus jeweils d Kopien jeweils eines Elements aus dem
Universum von 2. Fiir jedes 2 € A gilt somit: ¢% (z) = (z,1), ¢* ((2,1)) = (z,i + 1), ...,
g% ((x,d — 1)) = (2,d) und g% ((x,d)) = . Dieser Schritt bendtigt die Zeit O(|A]), was
wiederum durch O(||2||) abgedeckt wird.

Jede Funktion f?l/ verbindet die Tupelmenge 7" mit den Elementen aus A. Genauer gesagt:
Sei (1, ...,7x) € A¥, k < 'm, ein Element von R¥, also gilt (z1,...,zx). Dann repriisentiere
te Tfl/ das Tupel R;(x1,...,zr). Da 2 eine durch den Grad d beschrinkte Struktur ist, kann
jedes Element aus A in hochstens d Tupeln aus R vorkommen. Diese Vorkommen denke man
sich kanonisch durchnummeriert. Sei nun (1, ..., zs) das h-te Tupel, indemz; € A, j <k
auftritt (klar: h < d). Setze ijU(t) = (z;,h) und entsprechend (fjm')’l((a:j,h)) =t. Um
Bijektivitiat zu gewihrleisten, setze fjml (z) =z fiir alle x € A'\T'. Die hierfiir bendtigte Zeit
ist wiederum proportional zur Anzahl der Tupel in den R; und liegt somit wieder in Zeit

o([[=1)-

Somit ist A’ eine bijektive Struktur.
Die oben vorgestellte Vorgehensweise soll nun anhand eines iibersichtlichen Beispiels verdeutlicht
werden.

Beispiel 3.13
Sei die p-Struktur 2 ein gerichteter Graph mit DG-Grad d = 3:

14
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x I_g

p={R}
2A = (A, RY)
A={a,b,c,d, e}

R* = {(a,c),(c,b),(c,d),(d,e)}, also m = 2

Die bijektive o-Struktur 21’ hat somit laut Konstruktionsvorschrift die Eigenschaften:

g = {DvTagvflan}

Q’U = {A/,DQU’TQl"ng" 121”.}(-2 I}

A'=AU (D x{1,2,3}))uT
={a,b,c,d, e}

U{(a,1),(a,2),(a,3), (b,1), (b,2), (b,3), (¢, 1), (¢,2), (¢, 3), (d, 1), (d, 2), (d, 3), (¢, 1), (e, 2), (e, 3)}
U {ta,ca tc,ba tc,dy td,e}

D¥ = {a,b,c,d, e}
TQU = {ta,c, tc,b7 tc,da td,e}

explizite Darstellung

von g% g% (a) = (a,1), g% ((a.1) =(a,2), ¢%((a,2))=(a.3), ¢*((a,3))=a
g0 =01, (01 =0.2). gV((B.2)=0.3), g ((B:3) =0
ng'(c) = (C7 1)7 gQ[/((Q 1)) = (C, 2)7 gﬁl/«c’ 2)) = (C’ 3)5 gﬂ'((c’ 3)) =c
ng’ (d) = (d7 1)7 gm/((da 1)) = (dv 2)’ gm/((da 2)) = (d’ 3)v gm,((d7 3)) =d
g () =(e1), g¥((e.1)=(e,2), ¢ ((e2)=(e3), g¥((e.3)=¢

explizite Darstellung von flml und fzmlz betrachte alle Tupel in R* und nummeriere sie durch:
z.B. (a,c): 1. Auftreten von Element a, 1. Auftreten von Element ¢, (¢,b): 2. Auftreten von
Element ¢, 1. Auftreten von Element b u.s.w.

Somit: [ (ta.c) = (a,1) 3 (tae) = (e, 1)
F (tep) = (¢,2) £ (tep) = (b,1)
¥ (tea) = (¢,3) 3 (tea) = (d,1)
F (tae) = (d,2) ¥ (tae) = (e,1)

Die bijektiven Struktur lésst sich folgendermafien skizzieren (Anmerkung: die Eigenkanten der
Funktionen f und f3' sind der Ubersichtlichkeit halber nicht gezeigt):

15



A

Wie im Zuge der Konstruktion bereits angemerkt, erfolgt die Konstruktion einer bijektiven
Struktur aus einer Struktur von beschrinktem Grad in Linearzeit. Dies wird in einem eigenen
Lemma prézisiert:

Lemma 3.14
Die Konstruktion einer bijektiven Struktur 21’ aus einer Struktur 2 vom DG-Grad < d erfolgt in

Zeit Oy a([[A]))-

Beweis. Betrachte die Struktur 2 = (4, RY, ..., Rgl) und A" = (A4, Dm/,Tlm/, e ,qu‘l, g, IQ[/, A fngfbl)
wie zu Beginn von Abschnitt 3.2.1 beschrieben. Es muss lediglich die Groe der beiden Strukturen
2 und A’ verglichen werden, da die einzelnen Schritte der Konstruktion jeweils in O(||]]) liegen.
Die Notation Oy (n) bedeutet dabei ©(f(k) - n) fiir eine beliebige Funktion f.
Die Grofle von 2 ist

q q
I = 14| + ¢+ ar(RY)|RY| = ©,(1A] + Y |RY) (3.12)
=1

i=1

16



Weiterhin gilt fiir A’ per Konstruktion (beachte: |T;| = | R;| fiir alle 7):
A =AU (D x{1,...,d}))UTyU---UTy|

q
= Al +d- A+ ) |R}

i=1

q
= (d+1)-|A]+ Y[R}
i=1

= Op.a(llA[D) (3.13)

Da g, f1,..., fm einstellige Funktionen sind, die von A’ nach A" abbilden, gilt fiir sie:
lg| = |f1] = --- = |fm| = |A’|. Folglich findet man fiir die Gréfie von 2’ insgesamt:

2] :(d+1)~(m+2)~IAH(dJr?)'ZIR?‘I

= 0,.a([124]) (3.14)
O

Die Aquivalenz der Struktur von beschrinktem Grad 2 und der aus ihr konstruierten bijektiven
Struktur 2" wird im Folgenden bewiesen.

Lemma 3.15

Sei p eine relationale Signatur Sei 2 eine FO[p]-Struktur vom DG-Grad < d. Sei 2’ die mit 2
assoziierte bijektive o-Struktur, die anhand der oben vorgestellten Vorschrift konstruiert wurde.
Die Auswertung einer FO-Formel auf 2 lisst sich auf 2’ simulieren.

Beweis. Der Beweis erfolgt in Form einer Reduktion. Es wird die Auswertung einer Formel ¢(7T)
auf der Struktur 2 vom DG-Grad < d durch die Auswertung einer Formel ¢(Z) auf der bijektiven
Struktur 2" simuliert.

Zunichst wird dafiir 2 wie oben angegeben aus 2( konstruiert.

Jeder FO[p]-Formel ¢(x1,...,z,) werde die FO[o]-Formel ¢'(x1,...,x,) zugeordnet, wobei fol-
gende Ersetzungen vorgenommen werden:

e Vv — YuD(v) und Jv — JvD(v)
o Ri(x1,...,x) = 0i(x1,...,21)
wobei die Formel 6; jedem Relationssymbol R; € p mit Stelligkeit k£ zugeordnet wird:
O;(z1,...,xx) =3t | Ti(t) /\ \/ fi(t) = g"(z)) (3.15)
1<j<k 1<h<d
Damit gilt also fiir alle k-Tupel (ay, ..., a;) € D*:
A = Rilay,...,ax] © A E0ifas,. .., ak] (3.16)
Somit ergibt sich fiir alle p-Tupel (a1, ...,a,) € DP:
A= glar,....ap) & A E ¢las, ..., ap) (3.17)

Nun muss noch gewéhrleistet werden, dass eine Formel auf 2 nur zu wahr ausgewertet wird,
wenn die Elemente, iiber die in einer (p-Stelligen) Relation ,,gesprochen wird“, auch tatséichlich
in 2 existieren. Mit anderen Worten, man will lediglich die Tupelmenge ¢'(2(") N AP erlauben.

17



Somit gilt

Sei Y(z1,...,2p) = ¢ (x1,...,2p) A /\D(a:z) , SO (3.18)
s =v@) (3.19)
U

Nun kann endlich die finale Aussage getroffen werden:

Satz 3.16
QUERYRgo dos gehort zu CONSTANT-DELAY 4, .

Beweis. Betrachte das Aufzihlungsproblem QUERYpq, (%, #(Z)) fiir ¢(z) auf der durch d be-
schrankten Struktur 2(. Sei der A der CONSTANT-DELAY;,-Algorithmus, der das Aufzdhlungsproblem

QUERYgg,, (A, 9(T)) 16st.
e Schritt 1: Berechne ¢(T) wie im Beweis von Lemma 3.15 gezeigt.
e Schritt 2: Konstruiere die bijektive Struktur 2" aus 2.
e Schritt 3: Lose das Aufzihlungsproblem fiir ¢(Z) auf 20’ mit Hilfe von A.

Schritt 1 ist in Oy q(1) durchfithrbar. Die Stelligkeit der Relationen in p ist im Index p von
O in Lemma 3.14 kodiert. Aufgrund der Uberlegungen, die zu Gleichungen (3.18) und (3.19)
fithren, wird der mit der Stelligkeit verbundene Zeitaufwand aber durch den Ausdruck Og(||2(])
abgedeckt. Folglich weifi man mit Lemma 3.14, dass Schritt 2 in Oy 4(||2||) passiert. Diese beiden
Zeiten ergeben zusammen mit der Vorverarbeitungsphase von A, welche Zeit linear in der Grofie
von A benétigt, den Zeitbedarf der Vorverarbeitungsphase Oy q(||2(||). Algorithmus A gibt die
Losungstupel dann mit konstanter Verzdgerung aus. O

Damit ist der erste der drei Beweise abgeschlossen. Der Beweis hat eine andere Gruppe dazu
angeregt, eine alternative Beweisstrategie zu entwickeln.
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4 Beweis nach KAZANA und SEGOUFIN

Als Reaktion auf den im vorherigen Abschnitt vorgestellten Beweis préasentierten Wojciech Kazana
und Luc Segoufin im Jahr 2011 eine alternative Beweisstrategie [3]. Der Beweis bedient sich der
Idee der Gaifman-Lokalitét fiir FO-Formeln. Anders als Durand und Grandjean geben Kazana und
Segoufin explizit die Laufzeit der konstanten Verzogerung als dreifach exponentiell in der Grofie
der Eingabeformel an.

Der Beweis wird direkt fiir Strukturen von beschrinktem Grad ohne Umweg iiber die Umwand-
lung in bijektive Strukturen gefiihrt.

4.1 Gaifman-Lokalitat

Die Moglichkeit, Strukturen mit relationaler Signatur einen Gaifman-Graphen zuzuordnen, er-
leichtert es, Aussagen iiber die Struktur zu treffen. Zudem ermoglicht die Einfiihrung eines Di-
stanzmafles unter anderem die einfache Veranschaulichung eines Sachverhalts.

Definition 4.1 (Gaifman-Graph)
Sei o eine relationale Signatur. Sei 2 eine o-Struktur.

a) Der Gaifman-Graph G(2() von 2 ist der ungerichtete Graph mit der Knotenmenge V = A
und der Kantenmenge

E = {{u,v} : w # vundesgibtein R € o und ein Tupel (a1, ..., a;) € R¥*mitu,v € {ay, .. Lagt}
(4.1)

b) Der (Gaifman-)Grad ist der Grad des Gaifman-Graphen, also die Zahl
mean| {b € A:{a,b} ist Kante von G(A)}|.

c¢) Die Distanz d(a,b) zwischen zwei gegebenen Elementen a,b € A ist die Linge des kiirzesten
Weges zwischen a und b in G(2). Falls es zwischen a und b in G(2() keinen Weg gibt, so ist
0(a,b) = oo.

d) Die Distanz zwischen zwei Tupeln @ = (a1,...,a;) € A und b = (by,...,b;) € A ist

§(@,b) = min {6(a;,b;) :1<i<k, 1<j<l} (4.2)

e) Fiir gegebenes r € N und ein Tupel @ € A* sei N*(a) die Menge von Elementen aus A, deren
Distanz zu @ kleiner oder gleich r ist. Die durch N*(@) induzierte Substruktur von 2 ist die
r-Umgebung N2 (@) von @. Im Folgenden wird hiufig von der (rk)-Umgebung eines Elements
die Rede sein, was vor allem bei der Beschreibung der Umgebung der % freien Variablen einer
Formel Sinn ergibt.

f) Eine Formel ¢(x1, ..., zx) heift gebunden um z;, wenn ¢(z1, ..., zx) logisch impliziert, dass
Ty, ...,y in der (rk)-Umgebung von z; liegen, wobei r = 797(¢),

An dieser Stelle wird die in Kapitel 2.2 angekiindigte Definition einer durch den Grad des
Gaifman-Graphen beschrinkten Struktur formuliert.

Definition 4.2 (Beschrinkte Struktur)
Sei d € N. Sei 2 eine Struktur. 2 heiBt beschrinkt durch d, wenn ihr Gaifman-Graph G(2()
einen durch d beschrénkten Grad hat.

19



Im Folgenden wird der Satz von Gaifman angegeben und angewendet. In seinem Kontext spielen
der Begriff der Gaifman-Normalform und der Lokalitéit eine wichtige Rolle. Zunéichst werden diese
Begriffe néher betrachtet.

Definition 4.3 (lokale Formel)
Sei o eine relationale Signatur. Sei ¢(Z) = ¢(z1,...,x) eine FO[o]-Formel. ¢(Z) heifit r-lokal
um 7, falls fiir alle o-Strukturen 2 und alle Tupel @ € A* (k € N) gilt:

A = ¢la] <= N (a) = ¢ld] (4.3)

Eine FO[o]-Formel ¢(Z) heifit lokal um 7, falls es eine Zahl r € N gibt, so dass ¢(Z) r-lokal um
T ist.

Definition 4.4 (basislokaler Satz)
Sei o eine relationale Signatur und seien ,7 € N mit [ > 1. Ein FO[o]-Satz heifit basislokal mit
den Parametern [, 7, wenn er von der Form

!
dzq ... 3z /\ dist(z;, x;) >2r | A (/\ @D(xl)) (4.4)

1<i<j<l

ist, wobei 9 (z) eine FO[o]-Formel ist, die r-lokal um z ist und dist(z;,x;) die Distanz §(x;, x;)
im Gaifman-Graphen angibt.

Definition 4.5 (Gaifman-Normalform)

Sei o eine relationale Signatur. Ein FO[o]-Satz ¢ ist in Gaifman-Normalform (GNF), falls ¢
eine boolesche Kombination basislokaler Sétze ist. Eine FO[o]|-Formel ¥(Z) ist in GNF, falls ¢(T)
eine boolesche Kombination von basislokalen Sitzen und von Formeln, die lokal um % sind, ist.

Die Aquivalenz einer FO-Formel zu einer Formel in GNF wird im Satz von Gaifman formalisiert.
In dieser Arbeit wird der Satz ohne Beweis angegeben.

Satz 4.6 (Satz von Gaifman (siehe z.B. [4]))
Sei o eine relationale Signatur. Jede FO[o]-Formel ¢(Z) ist dquivalent zu einer FO[o]-Formel in
Gaifman-Normalform. Weiterhin gilt:

e Es gibt einen Algorithmus, der ¢(Z) in GNF transformiert.
e Falls ¢ ein FO-Satz ist, so ist seine GNF eine boolesche Kombination basislokaler Sétze.

e Falls gilt: gr(¢) = k und |Z| = n, so erfiillen fiir die Parameter [ und r der GNF: r < 7%,
[ <k+n.

Der fiir das Folgende wichtigste Aspekt des Beweises ist der fiir die GNF angenommene Para-
meter r, der als Funktion der Linge der Formel ¢(T) angegeben werden kann.

Satz 4.7 (Gaifman-Lokalitit fiir FO)
Sei o eine relationale Signatur, sei 2 eine o-Struktur und sei ¢(x1,...,zx) eine FO-Formel. Fiir
alle Tupel @,b € A* gilt:

Falls N2 (@) ~ N2(b), so 2 = ¢[a] <= A k= ¢[b], wobei r = 79"(%) (4.5)
Der Beweis basiert im Wesentlichen auf dem Satz von Gaifman.

Beweis. Gemif dem Satz von Gaifman ist ¢(Z) dquivalent zu einer Formel ¢'(Z) = ¢(z1, ..., xx)
in Gaifman-Normalform. ¢'(Z) ist eine boolesche Kombination von basislokalen Sitzen x1, ..., Xs
und lokalen Formeln ¢, (%), ..., (%) (s,t € N). Sei r = 79"(?) | sodass jede der lokalen Formeln
¥;(T) in der Gaifman-Normalform 7-lokal um Z ist. Nun sei 2l eine beliebige Struktur und @,b € A*
seien beliebige Tupel, so dass
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Zu zeigen ist nun, dass B
AL ¢la e A ¢ (4.7)
Wegen der GNF von ¢’ geniigt es zu zeigen, dass

1. fiir alled € {1,...,s} gilt A = yi[a] & A = xi[b]

2. fiir alle s € {1,...,t} gilt A = ;[a] & A = (D]

(1) gilt ganz offensichtlich, da x; als Satz {iberhaupt nicht von den Tupel @ und b abhingt. (2) gilt
wegen (4.6) und da 1); r-lokal um 7 ist. O

Satz 4.8 ([5])

Sei d € N beliebig, aber fest. Sei ¢ ein FO-Satz und sei 2 eine Struktur, deren Gaifman-Graph
o(lg))

(
G(2) einen durch d beschriinkten Grad hat. Ob gilt 2 = ¢, ist in Zeit 22° - |I2(| entscheidbar.

Beweis. Der Beweis folgt dem Vorgehen in [5]. Der folgende Algorithmus 16st das Entscheidungs-
problem fiir ¢ auf 2. In jedem Durchlauf des Algorithmus wird Satz 4.7 benutzt.

Algorithmus algo2(¢, )

1. if ¢ enthéilt keine Quantoren, then

2. if A = ¢ then akzeptiere, else verwerfe
// Im Folgenden sei ¢ = Quu(x), Q € {V,3}

3. Berechne r = 797(%),

4. Berechne die Menge X C A von Reprisentanten von Isomporphietypen von r-Umgebungen
von 2.

5. Berechne rekursiv algo2(w(a), ) fiir alle a € X:
if ¢ = Jzy(x) then
if 2 =1 (a) fir mindestens ein a then akzeptiere, else verwerfe

if ¢ =Vay(x) then

© »®» 3N @

if 2 |=¢(a) fiir alle « then akzeptiere, else verwerfe

Sei R(n,p,q) die Laufzeit von algo2(¢, ), dabei ist n = |2A| , ¢ = |¢| und p die Linge des
quantorenfreien Teils von ¢. Sei r = 79"(#) und sei

s(a) = mag N (@) (48)

die maximale GroBe einer r-Umgebung. Sei t(q) die Anzahl unterschiedlicher r-Umgebungstypen.
Die obere Grenze von s und ¢ héngt lediglich vom Grad des Gaifman-Graphen von 2 ab, der als
konstant vorausgesetzt wird.

Jetzt wird der Algorithmus algo2 genauer betrachtet. Zeile 1 bendtigt konstante Zeit. Falls die
Uberpriifung in Zeile 2 durchgefiihrt wird, benétigt sie die Zeit O(p-n). Ansonsten wird zu Zeile 3
gesprungen und diese wird in konstanter Zeit abgearbeitet. In Zeile 4 wird die Liste aller Elemente
a € A erstellt, die jeweils eine Aquivalenzklasse von Isomorphietypen von r-Umgebungen N2 (a)
représentieren. Die Grofle der Liste kann niemals ¢(q) iibersteigen, denn fiir jedes a wird jeweils
N?2(a) berechnet und dann ermittelt, ob sie sich bereits in der Liste befindet. Falls nicht, wird
sie hinzugefiigt. Es wird die Zeit O(n - f(s(q)) - t(¢)) bendtigt, wenn man annimmt, dass die Zeit,
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die benétigt wird, um die Isomorphie von Strukturen der Gréfie m zu iiberpriifen, mit f(m) zu
Buche schldgt. Die Schleife, die in Zeile 5 beginnt, benétigt die Zeit O(t(q)) + t(q) - R(n,p,q — 1).
Insgesamt ergibt sich damit fiir die Laufzeit R und geeignete Konstanten c;,c; € R die folgende
Rekursionsvorschrift:

R(n,p,0) <cy-p-n (4.9)
R(n,p,q) <c1-n- f(s(q)-t(q) +t(q) - R(n,p,qg—1) firg>1 (4.10)

Um diese Gleichung zu 16sen bedient man sich dem folgenden Lemma:

Lemma 4.9
Seien F, g, h : N — N mit

F(0) < 9(0)
F(m) < g(m) + h(m) - F(m — 1) (4.11)
fiir alle m € N. Dann gilt fiir alle m € N:
F(m) <Y g(i)- [ h6) (4.12)
i=0 j=it1

Beweis. Per Induktion lasst sich das Lemma leicht beweisen.
Induktionsanfang m = 0:

F(0) < Zg(i) - IIrG) =900 (4.13)

——
=1 (leeres Produkt)

Induktionsschritt m — m + 1:

F(im+1) (4%1) glm+1)+h(m+1) - F(m) (4.14)
4.12 i m1
< glm+1)+him+1)-> g(i)- [ rG) (4.15)
i=0 j=i+1
m—+1 m m—+1
=gtm+1) [T )+ o6 IT »0) (4.16)
]:mJ;21 =0 Jj=i+1
m—+1 m+1_
=> 9@ [T n» (4.17)
i=0 j=i+1

O

Wendet man dieses Lemma auf R an, so findet man mit g(0) = ¢1-p-n, g(¢) = c2-n- f(s(q))-t(q)
und h(q) = t(q):
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R(n.p.a) <90 [[16)+ 30 [ 00) (4.18)

=epon [JH0)+ Lewone 56 160 ] 109 (419

j=t1+1
wg. t(l >1 d )
cL-p-m- Ht +262 n- f(s(i)) - t(2) - ¢(1) - H t(j) (4.20)
j=it1
q
H <c1 D nJchl -n - f(s( ))) (4.21)
- i=1
Die Grofe einer r-Umgebung ist durch d” beschréinkt, d.h.
s(q) < d" = d¥" =22 (4.22)

Die obere Grenze der Anzahl der unterschiedlichen Isomorphietypen von r-Umgebungen ¢(q) ist
t(g) < d°@m (4.23)

dies ergibt sich aus der folgenden Uberlegung: Die Anzahl von unterschiedlichen r-Umgebungstypen
eines Gaifman-Graphen mit m Knoten und d; einstelligen, do zweistelligen,. ..und dy d-stelligen
Relationssymbolen ist durch d% ™ . ....d% ™ < @497 beschrinkt, denn pro Relationssymbol
miissen hochstens ¢ Symbole berticksichtigt werden, da ¢ weniger als g freie Variablen besitzt.
Weiter findet man

q q j
[1t0) < J[ a0 < aCl=ia @) < 227 (4.24)
. i—=1

Fiir den zweiten Teil von (4.18) ergibt sich:

<Cl Pty e f(s(z‘>>> <O n) (4.25)

i=1
und damit fiir die Laufzeit von R insgesamt:

22©(\¢\)

20(0)
R(n,p,q) <2 -n= e (4.26)

4.2 Details des Beweises

Die folgenden Begriffe finden spezielle Verwendung im Beweis und werden deshalb etwas ausfiihrlicher
dargestellt.

Definition 4.10
Sei d € N. Sei o eine relationale Signatur und sei 2 im Folgenden eine durch d beschrénkte
o-Struktur.

e Zwei rk-Umgebungen gehoren demselben Isomorphietyp an, wenn sie isomorph zueinander
sind.

o T, sei die Menge der Isomorphietypen der (rk)-Umgebungen N,.x(a) der einzelnen Elemente
a € A. Der (rk)-Umgebungstyp eines Elements a € A ist der Isomorphietyp seiner (rk)-
Umgebung. Beachte, dass die (rk)-Umgebung jedes Elements wegen der Beschrinktheit von
2 hichstens d"™® Elemente beinhaltet.
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e Fiir jedes 7 € T, und = € A besagt p,(z), dass 7 der (rk)-Umgebungstyp von z ist.

e Fiir jedes 7 € T, wird ein Représentant der zu 7 gehérigen (rk)-Umgebung gewihlt.
Unter den in dem Repréisentanten enthaltenen Elementen wird eine lineare Ordnung nach
dem folgenden Schema festgelegt:

— Sei a das Element im Zentrum des Reprisentanten. a erhélt die Nummer 1.
— Dann werden alle Elemente b mit d(a,b) = 1 durchnummeriert.

— Anschlieflend werden alle Elemente b mit 6(a,b) = 2 durchnummeriert.

— usw.

Auf diese Weise werden alle I-Umgebungen mit [ < rk geordnet. Das Nummerierungsschema
gewahrleiste dabei, dass die Nummerierung der [-Umgebung mit der Nummerierung der
(I + 1)-Umgebung kompatibel ist.

Beispiel 4.11
Betrachtet wird ein Ausschnitt einer Graph-Struktur &. Die Nummerierung der 3-Umgebung
eines Elements a € G konnte so aussehen:

Denkbar wire eine spiralformig verlaufende Nummerierung vom Zentrum nach auflen. Man
sieht insbesondere, dass sich die Nummerierung der i-Umgebung in der (i + 1)-Umgebung
fortsetzt (hier i = 0,1, 2).

Die Représentanten der Isomorphietypen liefern somit eine Art ,,Landkarte“ mit deren Hilfe
sich alle (rk)-Umgebungstypen desselben Insomorphietypen beschreiben lassen.

Das im folgenden Beweis zentrale Konzept ist das der r-Partition. Die Idee, einem Variablen-
tupel (x1,...,x) eine r-Partition zuzuordnen, zielt drauf ab, die Moglichkeiten, das Tupel mit
Elementen zu belegen, zu charakterisieren. Charakterisieren bedeutet in diesem Fall, anzugeben,
ob die Elemente zueinander benachbart sind oder ob es einen groflen Abstand zwischen ihnen gibt.
Da es aber schwierig ist, sich die méglichen Nachbarschaften einer Variablen ohne konkreten Bezug
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zu einer o-Struktur vorzustellen, werden die grundlegenden Begriffe der r-Partition am Beispiel
eines konkreten Tupels @ = (a1,...,a;) € A* eingefiihrt.

Sei F = {ag,...,am} €{1,...,d"*}™~1 eine Sequenz aus (m — 1) Zahlen. Die Schreibweise, um
fiir das Tupel @ auszudriicken, dass as das Element mit der Nummer as in der (rk)-Umgebung
von aj ist, ag das Element mit der Nummer ag usw., sei:

a=F| (4.27)

ay

Beispiel 4.12
Betrachtet wird erneut der Ausschnitt der Graph-Struktur & aus Beispiel 4.11. Sei rk > 3, sei
a=(a,f,g) und F = (6,7). Die Angabe a = F’a wire somit fiir das Tupel @ giiltig.

Sei F% = {1,...,d}™ ! die Menge aller moglichen F. Sei F,; = Ui<m<xF/} die Vereinigung

all dieser Mengen von Tupeln aller Lingen zwischen 0 und (k — 1) mit Eintrigen aus dem Intervall

[1,d"*].

Nun wird es etwas abstrakter. Sei T = (x1,...,x) ein Variablentupel. Die r-Partition des
Tupels T sei die Menge {(C1, F1),...,(Cm, Fn)}, wobei die Mengen F; und C; (mit ¢ =1,...,m)
die folgenden Eigenschaften besitzen:

e N £C; C{x1,..., 7k},

e C;NC; =0 fiir i # 7,

o Ui<i<mCi = {z1,..., 25} sowie
. Finlfil.

Jedem C; wird ein Tupel Z' zugeordnet. Z° entsteht aus Z, indem diejenigen Elemente entfernt
werden, die nicht in C; enthalten sind. Weiterhin bezeichnet ¢ das erste Element von Z°, x4 das
zweite usw. Anschaulich kann man sich die Mengen C1, . .., C), vorstellen wie Schubladen, auf die
die k Elemente von T verteilt werden, ohne dass eine Schublade leer ausgehen darf:

T1,X2y...,Tk

4 Cs Cn

Die einzelnen Mengen F; beinhalten, wie oben beschrieben die Zahlen, die den C; zugeordnet
werden.

Beispiel 4.13
Sei ]—'lf"" ={1,2,3,4, 5}'0”’1. Sei T = (x1, x2, T3, T4, Ts5, Te, 7). Sei m = 3 die Anzahl der ,,Schub-
laden® Cy, Cy, Cs. Eine mogliche r-Partition C' = {(Cy, F1), (Ca, F»), (Cs, F3)} fiir T wire

Cl = {x3,$4,$5} F1 = (2,5)

Cy = {z1, 22,27} F, =(3,5)
Cs = {x6} F3 =)
und somit

7! = (al, 2}, 23) = (w3, 24, 75)

7 = (21, 23,23) = (z1,22,27)

Elzﬁz%
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Ohne Weiteres hat eine r-Partition also keine Aussagekraft beziiglich der Lage der Elemente
im Universum einer o-Struktur, die das Variablentupel belegen. Die Bedeutung wird ihr erst
im Kontext mit einer FO-Formel verliehen. Diese FO-Formel sei Div¢ (%). Fiir eine gegebene r-
Partition C' = {(Cy, F),...,(Cm, Frn)} und das Variablentupel T = (z1, ..., x) sei DivS (T) eine
Konjunktion von

e FO-Formeln, die aussagen, dass fiir alle 1 < i # j < m gilt: N*(z%) N N2 (z7) = 0 und von

e FO-Formeln, die ausdriicken, dass 7 gebunden um z§ ist, d.h. Ao, pyec T = F;

i
Ty

Mit anderen Worten, Div¢ (%) ist eine FO-Formel, die so konstruiert ist, dass fiir alle Tupel @ € A*
und alle o-Strukturen 2 gilt:

2 = DivC[a) <= @ verhilt sich gemi der Partition C' d.h.,
N.@)NN.(@)=0fa. 1<i#j<m

md N\ @ =F], (4.28)
(CiF)eC '

wobei @ bedeutet, dass die Elemente von Z, die gemif C' zu C; gehéren, durch die entsprechenden
Elemente aus @ belegt wurden.

Beispiel 4.14
Sei T = (1, x2, T3, T4, T5, e, T7), Sei @ = (a1, as, as, aq, as, ag, az).
Wenn C) = (3,74, 75) = T', so ist @' = (a3, a4, as).

Analog ist die Schreibweise a} zu verstehen. Man beachte, dass Div<(Z) impliziert, dass T°
gebunden um ! ist. Anschaulich kann man sich die Lage eines Tupels @, das Div< (%) erfiillt,
vorstellen wie eine Inselgruppe (vgl. auch Beispiel 4.13):

Beispiel 4.15 (,,Inselgruppe®)
Betrachte einen Ausschnitt von 2.
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Div¢(Z) driickt aus, dass man sich die Verteilung der Elemente von @ in 2l vorstellen kann wie
eine Inselgruppe mit |C|-vielen Inseln vom Radius rk.

Mit dem nétigen Riistzeug kann nun zum Kern dieses Kapitels vorgedrungen werden. Die zen-
trale Aussage, die von Kazana und Segoufin bewiesen wird, ldsst sich folgendermafien formulieren:

Satz 4.16

Es existiert ein Algorithmus, der das Aufzéhlungsproblem fiir alle d € N, alle durch d beschrinkten
Strukturen 2 und alle FO-Formeln ¢ mit Platzbedarf linear in ||2(|| und der folgenden Laufzeit
lost:

o8]
e Vorverarbeitungsphase: 92? pi|

Il
e Verzogerung in der Ausgabephase: 22* , also Gesamtlaufzeit der Berechnung der Losungen

2 ()

Das bedeutet somit, dass das Aufzéhlungsproblem fiir Strukturen von beschrinktem Grad in
CONSTANT-DELAY;, liegt.

in 2

Bevor Satz 4.16 bewiesen werden kann, wird der im folgenden Lemma vorgestellte Sachverhalt
iiber die Darstellbarkeit von FO-Formeln benotigt:

Lemma 4.17
Fiir eine gegebene Struktur 2 ist jede beliebige FO-Formel ¢(T) dquivalent auf 2 zu einer Formel
der Form:

Vo [pef@a A b () (4.29)

CeCr(z1,...,xk) (T15..,71c))ESe  i<|C|

dabei ist C,.(x1, ..., xx) die Menge aller r-Partitionen von (z1,...,zk), Sc C (T,«k)‘c| ist endlich
und r = 797(¢),

Beweis. Sei 2 eine beliebige Struktur. Sei ¢(Z) eine FO-Formel mit & freien Variablen und sei
r = 799 Sei C,(Z) die Menge aller Partitionen C = ((Cy, F1),...,(Cp, Fy,)) von T mit C; =
{x},... ’xTCiI}' Sei ¢/(Z) von der Form (4.29).

Zu zeigen: Fiir alle @ € A" gilt:

A dla] <= A= ¢'[d] (4.30)
5=

Beriicksichtigt man alle moglichen r-Partitionen von Z, so gilt, dass es unter ihnen stets eine gibt,
sodass DivS (T) mit ¢(T) vereinbar ist. D.h., es gilt in jedem Fall dass ¢(%) dquivalent ist zu

\/ (Dol @) A 6(3)) (4.31)

CceC,(7)

Sei @ eine Losung fiir ¢(z), d.h. A | ¢[a]. Fir genau eine r-Partition C von T gilt dann
2 = (Div¢[a] A ¢[a]), némlich genau fiir diejenige r-Partition C, die die Lage der Elemente von
@ in 2 hinsichtlich ¢(a) richtig beschreibt. Die Aussage von DivC () ist, wie oben beschrieben,
dass fiir alle C; aus (C;, F;) € C gilt, dass die enthaltenen Elemente @’ jeweils um a} gebunden
sind, also @' vollsténdig in der (rk)-Umgebung von a! erhalten ist, vgl. Beispiel 4.15. Sei m = |C/.
In Anlehnung an das Beispiel bedeutet das, dass die zu C' gehorige ,,Inselgruppe® m Mitglieder
hat. Fiir 1 <4 < m sei durch 7; der (rk)-Umgebungstyp von ai benannt. Sei Sc die Menge aller
Tupel (71,...,7m) von (rk)-Umgebungstypen fiir alle @, fiir die gilt: A = (Div¢[a] A ¢[a]). Die
Formel ¢ trigt die Information, wie die Elemente, ,,iiber die sie spricht®, zueinander liegen und
wie ihre Umgebung aussieht. Genau dies vermittelt (4.29). Somit ist ¢ ohne Informationsverlust
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in die Form (4.29) transformierbar.

77<:“:
Zum Beweis der Implikation ist das folgende Lemma hilfreich:

Lemma 4.18
Fiir alle Tupel @ € A* gilt: Die r-Partition C induziert die Substruktur N?(a@), so dass
N} (@) k= ¢'[al.

Die Implikation folgt unter Verwendung von Lemma 4.18 ohne Weiteres aus Satz 4.7 mit:
A= ¢'la] = N (@) | ¢'la] = N (@) [ ¢la] = 2 = ¢[d] (4.32)
O

Beweis von Lemma 4.18. Sei @ ein Tupel, sodass

A = ¢'[a] (4.33)
D.h.
1. Es gibt ein C € C,.(7), so dass A = Div[a).

2. Es gibt eine Sequenz (1,...,7¢|) € 7;|kC'|, so dass fiir alle i < |C| gilt: yr, (al) und N3 (a}) =
Ti-

Weiterhin gilt A% (a}) 2 N(a@"). Durch die disjunkte Vereinigung der einzelnen r-Umgebungen
N2 (@') wird N (a) induziert. O

Nun kann der Beweis von Satz 4.16 gefiihrt werden.

Beweis. Sei ¢(Z) eine FO-Formel mit k freien Variablen und sei 2 eine durch d beschrinkte
Struktur. O.B.d.A. kann angenommen werden, dass das Universum von 2 linear geordnet ist!. Sei
r = 79(9) $(T) ist dquivalent zu einer Formel von der in 4.29 beschriebenen Form.

Der Beweis wird in zwei Teile eingeteilt: in die Betrachtung der Vorverarbeitungs- und in die
der Ausgabephase.

Teil 1: Vorverarbeitungsphase
Zur Vorverarbeitungsphase zihlt in jedem Fall die Umwandlung von ¢(z) in die Form (4.29).
Die dazu nétigen Informationen werden in vier Schritten erarbeitet. Weiterhin werden die (rk)-
Umgebungen aller Elemente aus A ermittelt. Die Ermittlung einer Laufzeit, die tatséchlich zu
CONSTANT-DELAY;,, passt, stiitzt sich auf Satz 4.8. Im Einzelnen setzt sich die Vorverarbeitungs-
phase aus den folgenden Schritten zusammen:

Schritt 1: Fiir jedes Element a € A berechne die Menge B; = {b: (a,b) = i} fiir alle i < (rk).
Behauptung:
Es gibt einen Algorithmus, der dies in Zeit O(||2]|) vermag.

Beweis. Der Beweis erfolgt per Induktion tiber die Distanz i.

1=1:

Die Induktionsbasis umfasst die Erstellung des Gaifman-Graphen von 2. Initialisiere dazu
|A| Mengen BY, die fiir jedes Element a € A die jeweiligen Nachbarelemente speichern. Fiir
jedes Tupel, das in 2 enthalten ist, gehe die Elemente des Tupels nacheinander durch und
fiige dabei fiir jedes Element a im Tupel die iibrigen Elemente zu B} hinzu. Da 2 einen
durch d beschrinkten Grad hat, hat jedes Tupel hochstens die Linge d. Weiterhin gibt es

1Zumindest iiber die Benennung der einzelnen Elemente kann stets eine lexikographische Ordnung erreicht werden.
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hochstens (d! - ||2A]|)-viele Tupel. Die Induktionsbasis benétigt also Zeit linear in ||24]]. Sie
liefert alle Informationen, um den Gaifman-Graphen von 2( zu erstellen. Dies geht ebenso in
Linearzeit vonstatten, da aus den einzelnen Listen B{ lediglich noch die fiir einen Graphen
iibliche Datenstruktur erstellt werden muss. Fiir die Operationen in den folgenden Schritten
liegt nun stets der Gaifman-Graph vor.

Induktionsannahme:
Fiir alle Elemente a € A wurde in Zeit linear in ||2|| die Mengen B{ erstellt, i < rk.

t—1+1:

Initialisiere fiir alle a € A die Mengen B, ,. Fiir alle a € A durchlaufe die Elemente b aus
den Mengen B und fiige fiir jedes Element b die im Gaifman-Graphen benachbarten Knoten
zu Bf | hinzu, sofern sie sich nicht in der Menge B{ befinden. Da i + 1 < 7k, befinden sich
in den Mengen B¢ und B, jeweils hochstens d"* Elemente. Folglich benstigt der Induk-
tionsschritt wiederum die Zeit O(||2]). Fiir alle Distanzen i + 1 < rk wird also die Zeit
rk - O(]|2]]) benstigt. Der gesamte Schritt 1 erfolgt somit in Zeit O(||2]]). O

Schritt 2: Fiir jeden Knoten a des Graphen wird sein (rk)-Umgebungstyp ermittelt und ein Zeiger
von a zu dem i-ten Element des (rk)-Umgebungstyps fiir alle i < d"* gesetzt. Die Laufzeit
des Verfahrens wird per Induktion {iber den Radius [ der Umgebung berechnet:

l=0:

Der Induktionsanfang liegt bei einer 0-Umgebung. Alle Elemente teilen denselben Umge-
bungstyp und der Zeiger jedes Elements zeigt nur auf das Element selbst. Die benttigte Zeit
ist folglich O(]|]).

Induktionsannahme
Die Induktionsannahme ist, dass in Zeit O(||2(|) bereits gelungen ist, die I-Umgebung aller
Elemente zu ermitteln.

l=1+4+1:

Gehe alle Elemente a € A nacheinander durch. Basierend auf den Ermittlungen aus Schritt
1 stehen fiir jedes a die Elemente b mit §(a,b) = [ 4+ 1 zur Verfiigung. Die Frage ist nun, in
welcher Reihenfolge diese Elemente geordnet sind. Dazu werden alle méglichen Reihenfolgen
ausprobiert und jeweils mit den eingangs festgelegten Repriisentanten der (I + 1)-Umgebung
verglichen. AuBerst grob abgeschiitzt gibt es hochstens d*t! Elemente im Abstand (14 1) (in
Wirklichkeit sind es i.d.R. weit weniger). Da [ < rk, ist folglich die Anzahl der méglichen
linearen Ordnungen, die ausprobiert werden miissen, durch d"*! beschrinkt. Die folgende
Abbildung verdeutlicht die Uberlegung:

Die schon bekannte [-Umgebung ist griin schraffiert, die Elemente im Anstand (I + 1) werden
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durch die blaue Schraffur angedeutet.

Fiir jede Ordnung wird fiir alle (rk)-Umgebungstypen (das sind |7;|-viele) gepriift, ob zwi-
schen beiden ein Isomorphismus besteht. Dies erfordert lediglich den direkten Vergleich der
Elemente in den (rk)-Umgebungen, also genau so viele Schritte, wie die (rk)-Umgebung
grof} ist. Sei s(r, k,d) die maximale Grofe einer (rk)-Umgebung. Zweifellos ist s(r, k,d) =
O(d"*l°!). Die Anzahl der unterschiedlichen (rk)-Umgebungstypen |T,| ist exponentiell in
der GréBe einer (rk)-Umgebung und darum abschétzbar durch O(25(%4)). Dies ist auch
durch die Uberlegungen im Beweis von Satz 4.8 ersichtlich, soll aber an dieser Stelle noch
auf einem alternativem Weg gezeigt werden: Angenommen, die rk-Umgebung hiitte d™* Ele-
mente und ihr der Gaifman-Graph folglich hochstens d"* Kanten, d.h., jedes Element hiitte
d Nachbarn. Es gibt hochstens d"*! < (drk)drk verschiedene Moglichkeiten, die Kanten in
der rk-Umgebung anzuordnen. Falls nicht jedes Element d Nachbarn hétte, wéire die Zahl
der Méglichkeiten entsprechend reduziert. Hochstens koénnen mit dieser Uberlegung aber
(’)((drk)drk) verschiedenen Félle und somit auch O((d”“)drk) verschiedene (rk)-Umgebungs-
typen auftreten. Die Abschitzung von |7,.| durch O(25("%:®) ist folglich richtig.

Insgesamt benétigt Schritt 2 die Zeit:

O( @ (drk)!drk|a|) (4.34)

O(erk\tﬂ )
wegen 7 = 797(#) ist sie dreifach exponentiell in |¢| wie gefordert.

Schritt 3: Nun werden die fiir ¢ auf 2 relevanten (rk)-Umgebungstypen errechnet. Wiihle eine
r-Partition C' € C,.(T) und eine Sequenz (71,...,7y) € T ™ Diese Sequenz ist relevant fiir
C, falls

A = 3z [ Divl(T) A /\uTj (D) | A o) (4.35)

Ansonsten gibe es, angelehnt an Beispiel 4.15, keine ,,Einteilung in Inseln, auf denen die
(rk)-Umgebungstypen 71, ..., Ty zu finden sind. Um g, (21) zu testen, d.h., um zu priifen,
ob 7; der (rk)-Umgebungstyp von 2 ist oder nicht, wird konstante Zeit benétigt, da in
Schritt 2 die (rk)-Umgebungstypen aller Elemente bestimmt worden sind und man fiir jedes
Element lediglich nachzuschlagen braucht, ob der jeweilige (rk)-Umgebungstyp 7; ist oder
nicht. Ahnlich verhilt es sich mit DivC (Z). Um fiir eine Belegung @ von Div< (F) zu kontrol-
lieren, ob 2 = Div¢[a], also ob sich @ gemif C verhélt, muss fiir alle C; aus (C;, F;) € C
getestet werden, ob

1. @ =F;| , und ob

a3
2. NX(a') n N> (@*) = 0.

Punkt 1 ist zu iiberpriifen, indem fiir das Element ai fir alle [ < rk und alle a§ e

getestet wird, ob fiir die in Schritt 1 erstellten Mengen gilt: a; € Bj'. Dies geschieht in

Zeit O(rk - |B%,| - [a']) = O(d" - rk?). Die benétigte Zeit ist somit konstant. Punkt 2 ist

tiberpriifbar, indem fiir alle ¢ < 7 und alle ag- € @ getestet wird, ob fiir alle [ < r und

a¥ €@ die Mengen B;’ und B, gleiche Elemente enthalten. Dies ist in Zeit O(d"™ - (rk)2)
und somit wieder in konstanter Zeit moglich. p., (27) und DivC (Z) kénnen somit wie ein-

bzw. k-stellige Relationssymbole betrachtet werden, womit Div< (Z) A A B (27) wie eine
Formel der Grofile O(|z]) betrachtet werden kann. Mithilfe von Satz 4.8 sieht man, dass
in einer Zeit linear in ||| und dreifach exponentiell in |¢| getestet werden kann, ob eine
Sequenz (71, ...,7Ty) relevant fiir C ist. Man tut dies fiir alle méglichen C' und muss wegen
m < k jeweils hochstens |7,4|" Fille betrachten. Die Anzahl der méglichen C ist die Anzahl
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von moglichen Einteilungen von k& Variablen in m Sequenzen multipliziert mit |F,z|¥, was
wiederum dreifach exponentiell in |¢| ist. Fiir jedes C' wird eine Liste aller fiir C' relevanten
Sequenzen gespeichert. Eine r-Partition heifit relevant, falls die zugehorige Liste nicht leer
ist.

Schritt 4: Im letzten Schritt werden die Elemente aus A geméifl ihres (rk)-Umgebungstypen 7 €
T gruppiert und je ein Zeiger von einem Element zu seinem Nachfolger gesetzt. Dazu werden
die Elemente aus A geméfl ihrer urspriinglichen Ordnung durchgegangen und anhand der
in Schritt 2 gefundenen Informationen jeweils in einer geeigneten Liste gespeichert. Dies ist
in Zeit O(||2||) moglich (vgl. die in [6] vorgestellte Methode, auf die an dieser Stelle nicht
nither eingegangen werden soll).

Man beachte, dass der Platzbedarf von allen Schritten linear in ||2|| ist. Damit kann die Vor-
verarbeitungsphase die zeitliche Anforderung erfiillen.
Fiir die weiteren Uberlegungen ist das folgende Lemma wichtig:

Lemma 4.19

Falls zwei Probleme R und R’ beide in CONSTANT-DELAYy;, liegen und es auflerdem eine lineare
Ordnung < gibt, sodass die Lésungen von R und R’ in dieser Ordnung ausgegeben werden, dann
liegt das Problem R U R’ ebenfalls in CONSTANT-DELAY;, und seine Lésungen kénnen durch <
geordnet ausgegeben werden.

Beweis. Der Beweis basiert lediglich auf der geordneten Vereinigung zweier geordneter Listen. [

Teil 2: Ausgabephase
Sei C = ((Cy, F1),...,(Cn, Fyy)) eine relevante r-Partition und (71,...,7m) € T ™ eine fir C
relevante Sequenz. Die Ermittlung der Losungen fiir ¢(Z) erfolgt per Induktion iiber die Klassen
m in C.

m=1: Dank
der Vorbereitung in der Vorverarbeitungsphase stehen in konstanter Zeit alle Elemente ai € A
zur Verfiigung, deren (rk)-Umgebungstyp 71 ist. Die Losungen der Induktionsbasis sind @' = F} ’

1-
ay

Induktionsannahme: Alle Losungen b fiir U(Z) = DivS () A A j Mo (27) mit C" = C\(Cpn, Fyn)
werden in konstanter Zeit gefunden. ‘

m—1—m:

In konstanter Zeit werden alle Elemente af* aufgezihlt, deren (rk)-Umgebungstyp 7, ist. Fiir
jede laut Induktionsannahme gefundene Losung b wird nun gepriift, ob N2 (a7*) N N2(b) = 0.
Falls dies der Fall ist, ist (b,a™) eine Losung von ¢(%). Falls nicht, wird die niichste Losung b
untersucht. Beachte: Es gibt mindestens eine Losung (b, @™), da die Sequenz (71, ..., 7,,) relevant
ist fiir C. Die Zeit zwischen den Funden zweier Losungen ist konstant, was folgende Uberlegung
zeigt: N2 (a") enthiilt hochstens d™* Elemente. Wegen |b| < k kann somit kann der Fall, dass
sich N2 (a") und N2(b) iiberschneiden héchstens (d%)F = d™% mal auftreten. Somit ist die

Verzogerung, mit der Losungen ausgegeben werden, konstant. Der Vorgang wird fiir alle fiir C
odeh
relevanten Sequenzen (71,...,7,) € T ™ wiederholt. Thre Anzahl ist durch 22° begrenzt.

Laut Lemma 4.19 kann das mehrfache Vorkommen derselben Lésung dabei vermieden werden.
Weiterhin miissen alle relevanten r-Partitionen beriicksichtigt werden. Auch ihre Zahl ist in jedem

o(eh
Fall begrenzt durch 22" . Alle Losungen sind unabhéingig voneinander und kénnen somit se-
quenziell ermittelt werden. Insgesamt benttigt die Ausgabephase Zeit dreifach exponentiell in der

o(lsD)
Lénge von ¢ multipliziert mit der Anzahl der Losungstupel von ¢, ndmlich 22* -|o(RA)]. Der
Platzbedarf ist wiederum linear in ||2(|| Die Ausgabephase erfiillt somit die Forderung aus Satz
4.16. O

Somit ist der Beweis von Satz 4.16 abgeschlossen und damit eine zweite Beweisstrategie priasentiert.
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5 Zusammenfassung und Ausblick

5.1 Kurze Zusammenfassung beider Beweise

In dieser Arbeit wurden zwei verschiedene Strategien prisentiert, um zu beweisen, dass das Aus-
wertungsproblem auf Strukturen von beschranktem Grad in der Klasse CONSTANT-DELAY;;, liegt.
Auf zwei verschiedene Arten wurde gezeigt, dass es einen Algorithmus gibt, der das Auswertungs-
problem auf Strukturen von beschranktem Grad in der Zeit f(k) - (n +m) lost. Dazu wurden das
Konzept des Auswertungsproblems sowie das der Klasse CONSTANT-DELAY/;,, formalisiert.

Im Rahmen der Beweisstrategie nach DURAND und GRANDJEAN [2] wurde der Begriff der bi-
jektiven Struktur vorgestellt und gezeigt, dass das Auswertungsproblem fiir bijektive Strukturen
in CONSTANT-DELAY;, liegt. Kern der Strategie war die Umwandlung einer Struktur von be-
schranktem Grad in eine bijektive Struktur, welche anhand eines Beispiels verdeutlicht wurde.

Der zweite Beweis nach KAZANA und SEGOUFIN [3] bediente sich der Gaifman-Lokalitét fiir
FO-Formeln. Es wurde ein Algorithmus angegeben, um das Auswertungsproblem auf Strukturen
von beschrinktem Grad ohne Umweg iiber die Umwandlung in eine bijektive Struktur zu losen.
Im Zentrum der Uberlegungen stand der Gaifman-Graph, in dessen Zusammenhang vom Konzept
der r-Partition und von dem der r-Umgebung Gebrauch gemacht wurde.

5.2 Vergleich beider Beweise

Die beiden vorgestellten Beweisstrategien sind in ihrer Grundidee und Darstellung sehr unter-
schiedlich. Folgende Aussagen beziehen sich auf die Originalarbeiten [2, 3].

Durand und Grandjean legen einen sehr ausfiithrlichen und geradlinigen Beweis vor. Er ist nicht
schwer versténdlich und bietet sogar einige Beispiele, die dem Leser den Zugang zu den vorgestell-
ten Konzepten erleichtern. Die Strategie, den Beweis fiir das Aufzdhlungsproblem zunéchst auf
einer anderen Klasse von Strukturen als der eigentlich gewiinschten zu betrachten und einen Algo-
rithmus anzugeben, der die gewiinschte Struktur aus der betrachteten konstruiert, wirkt allerdings
recht umsténdlich und aufwendig.

Viel eleganter wirkt dagegen der Beweis von Kazana und Segoufin. Dieser ist sehr kompakt dar-
gestellt und ermoglicht mithilfe ausgekliigelter Begriffsdefinitionen eine geradlinige Beweisfiihrung,
die sich unmittelbar der Beschranktheit der Struktur bedient. Die Eleganz des Beweises hat al-
lerdings seinen Preis: Die Definition der Begriffe erfolgt ohne Beispiel und birgt die Gefahr von
Doppeldeutigkeiten. Es ist schwierig, angesichts der hohen Argumentationsdichte den Uberblick
zu behalten.

5.3 Ausblick

In Zukunft kénnte auf eine offene Frage, die Kazana und Segoufin in ihren Ausfithrungen aufwerfen,
eingegangen werden. Es handelt sich um die Frage, ob fiir Auswertungsprobleme, die sich in der
Zeit f(k) - (n + m) losen lassen, auch stets ein der Klasse CONSTANT-DELAYy;, entsprechender
Algorithmus existiert. Die Vermutung der Autoren ist, dass dies nicht der Fall ist. Die Aufgabe
wire, diese Einschétzung rigoros zu bestéitigen oder zu widerlegen.

Weiterhin kénnte man iiber génzlich andere Beweisstrategien nachdenken. Eine Moglichkeit, eine
weitere Beweisstrategie zu finden, basiert auf dem Begriff der Hanf-Normalform (HNF). Eine
Formel ist in HNF, wenn sie eine boolesche Kombination von Hanf-Formeln ist. Kurz gesagt ist
eine Hanf Formel eine FO-Formel, die impliziert, dass es fiir einen Radius r > 0 eine bestimmte
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Anzahl von r-Umgebungen gibt, die einen vorgegebenen Isomorphietyp teilen. In [7] wird ein
Algorithmus unter Angabe seines Zeitaufwands prisentiert, um eine beliebige FO-Formel in HNF
zu transformieren. Ausgehend von der HNF konnte analog zu den Uberlegungen von KAZANA und
SECGOUFIN ein Algorithmus zur Losung des Auswertungsproblems erarbeitet werden.
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